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66025 Perpignan Cedex, France 

(Rep le 15 juillet 1981 et sousforme rioike le 10 nouembre 1981) 

NOTATIONS 

diffusivitl thermique; 
= 2TO/&, coefficient de frottement ; 
fonction de 5 et de I; 
d&iv&s de f par rapport I q ; 
acctliration de la pesanteur ; 

= g/Yqx‘+/kv’, nombre de Grashof ; 
coefficient de conductibilitk thermique; 
= qx/k( T, - T,), nombre de Nusselt ; 
= v/a, nombre de Prandtl ; 
densitC du flux de rayonnement convertie en 
chaleur sur la paroi et r&cup&e par le fluide; 
= ci a x/v, nombre de Reynolds ; 
tempkrature ; 
tempkrature de la paroi ; 
temptrature au sein du fluide; 
composante de la vitesse suivant la coordonnk 
x; 
vitesse du fluide loin de la paroi; 
composante de la vitesse suivant la coordonnke 
Y; 
coordonnte verticale ; 
coordonnke normale. 

Symboles grtcs 

P, coefficient d’expansion volumique du fluide; 
E = + 1, I: = - 1, si l’icoulement est dirigt vers le bas et 

dans le cas contraire; 
0, fonction de < et de q; 
0, W’, d&iv& de 0 par rapport B q; 
1(. viscositk dynamique; 
V, viscositk cinkmatique; 
434, variables adimensionnelles ; 
P, masse volumique; 
ro, contrainte de cisaillement g la paroi; 
II/? fonction de courant. 

I. INTRODUCTION 

ON TROUVE dans la litttrature diffkrents travaux concemant 
l’influence de la convection naturelle sur la convection for&e 
au-dessus d’une surface plane verticale dont la tempkrature 
est imposie Cl-63 mais, g notre connaissance, rien si la 
surface est soumise & un flux de rayonnement. Seul le cas od la 
surface est horizontale parait avoir Itt Ctudii [7]. Pourtant ce 
probleme est important, notamment en knntrg&ique solaire. 

Considkrons un plan vertical semi-infini dont une face est 
frappk par un rayonnement thermique tandis que l’autre est 
l&h&e par un Guide en dcoulement, paralklement B sa surface. 
L’tkhauffement du plan par le rayonnement, donne naissance 
B une convection naturelle dans le fluide qui perturbe 
1’6coulement ford. 

*Institut de production d’dlectricitC de I’Acadimie des 
Sciences de Chine, Pekin, Chine. 

tlnstitut de Technologie de Bandung, Bandung, Java, 
Indonesie. 

Nous nous proposons de calculer en regime laminaire 
permanent, les distributions des vitesses et de la tempkrature, 
dans la couche limite qui se d&eloppe sur le plan aipartir de 
son bord d’attaque par le fluide. 

Nous supposons constantes la densitk q du flux d’knergie 
converti en chaleur sur le plan et rkcupkrb par le fluide, la 
tempkrature T, et lavitesse U, du fluide loin de la paroi, Ies 
propriitts physiques du fluide autres que sa masse volumique. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

Soient x la coordonnke verticale, mesurke positivement 
dans la direction de koulement for& B partir du bord 
d’attaque et y la distance normale au plan mesurke positive- 
ment vers le sein du fluide. 

II faut risoudre le syst%me diffkrentiel : 

d"+d"=o 
ax ay 

avec les conditions aux limites : 

y = a u=u=O, q= -kE 
ay 

(4) 

Y = a, u=u CO, T= T,; (5) 

E = + 1 lorsque l’toulement est dir+ dans le mime sens que 
la pesanteur (vers le bas) et E = - 1 dans le cas contraire. 

Introduisons la fonction de courant $ dtfmie par 

w 

u=ay 

v=-ax 
et les changements de variables classiques: 

(8) 

Gr =sB4x4 
kv2 

Re=!&? 
” 

tk Y) 
f(Lq) = (“~,x)u2 (12) 

e(<v VI= V- T,N~,xlv)“2/(qx/k). (13) 

A I’aide de (8)-(13) le systtme (1 t(5) est transformd dans le 
systkme suivant d’iquations: 
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avec ks conditions aux limites : 

IKO) = 0, f’G,O, = 0, w&O) = - 1 (16) 

f’K ;c) = 1, et& cc) = 0. (17) 

Supposons < << 1 et developpons les fonctions f(4.q) et 
0(<. 9) en series de puissances de r : 

f(59rl) =fo(tl) + UA?) + Pf*h) + . . . (18) 

wd = 44rt) + 54w + rw4 + . (19) 

En portant ces expressions dans le systeme (14)-(17), on 
obtient une suite rtcurrente de systemes d’tquations differen- 
tielles ordinaires d’ordre 0, 1, 2, I1 vient par exemple: 

-Pour I’ordre zero: 

f’6’ + fj& = 0 

&8” + iffoe; - fbe,) = 0 

avec Ies conditions aux limites: 

fo(o) = 0, f;(o) = 0, e;(o) = - i 

f;(m) = I, e,tm) = 0. 

-Pour I’ordre 1: 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

f;” + 2f, f; + ;fJ; - ;/;fb + Ef?o = 0 (24) 

~e;+2f,Bb_2e,fb-~/;e,+~8;1,=0 (25) 

avec ks conditions aux limites: 

jr(O) = 0, f\(O) = 0, e;(O) = 0 (26) 

j;(m) = 0, e,(m) = 0. (27) 

-Pour l’ordre 2: 

I’;’ + ;/lf; + 2f*f’; + fl& - ;r: - 3f;fb + EfI, = 0 

(28) 

$e; + if,sb + ze;.f, + $,B; 

- self; -i/be, - i/;e, = 0 (29) 

avec ks conditions aux limites : 

J-Z(O) = 0, f;(o) = 0. e;(O) = 0 (30) 

f;(=) = 0, e,(0s) = 0. (31) 

L’int&ration numerique de ces systemes permet de calculer 
les distributions de la vitesse et de la temperature. 

3. INTEGRATIONS NUMERIQUES ET RESULTATR 

Nous utilisons la methode de Runge-Kutta du 4&me ordre 
modifke par [8]. Pour effectuer les integrations, on dispose a 
chaque fois de trois conditions sur la paroi et de deux 
conditions a I’infmi. Or, il faut aussi connaitre les valeurs a la 
paroi des d&iv&s des vitesses et de la temperature. Pour cela, 
nous utilisons la methode de [9]. Cette connaissance est 
imperative pour le premier terme de notre suite rtcurrente de 
systbmes differentiels tandis que pour les autres termes, qui 
sont lineaires, on peut dtmarrer les cakuls en prenant 
n’importe quelle valeur initiale. 

Les Tableaux l-2 rassemblent pour differentes valeurs du 
nombre de Prandtl, dune part les valeurs de f;(O) et 6,(O) 
(Tableau 1) d’autre part lesvariations def; et Bi en fonction de 
n (Tableau 2). 

La distribution de la vitesse en fonction de f(n) s’ecrit : 

,, = !!! = ?!@y = u d(f(rl)) 
ay aq ay a dr/ 

soit 

& =/b(v) +f;(s)& +f;(n) $& 
[ 1 ’ + . ‘. (32) 

La distribution de la temperature en fonction de e(n) s%crit : 

T-T, m 4 =- 
T, - T, e(Lf,‘J) 

ad + e,cd$ + e,(d 5 = c 1 ’ + . . 

6,(O) + e,(o)& + e,(o) & [1 1 * + . . (33) 

Compte tenu de la loi de Fourier selon laquelle 4 = 
- k(W/ay),=,, et des definitions de la contrainte de cisaille- 
ment a la paroi, du nombre de Nusselt local: 

N” = (T, TT,,)k' 

du coefficient de frottement local 

on deduit de (32H33) les expressions: 

C,Re”’ = 2f”(5,0) 

= 2[/A(O) +f;(o)& +/;(o)(s)2 + .I. (35) 

A titre d’exemple les Figs. (l)-(2) montrent lesvariations de 
u/U, et celles de (T- T,)/(T,, - T,) en fonction de 7 pour 
Pr = 0,7 et differentes valeurs de 5. 

Tableau 1. Valeurs dejJO).f;(O),/‘;(O), e,(O), e,(O), 6,(O) pour Pr = 10-~; 10-l; 47; 1; lo; 100 

Pr f84 tso) f ;w e,(o) - f 83 

lo-* 0.33206 8.74748 13.0633 17.9081 126.949 
lo- I 0.33206 4.93984 8.54192 11.5070 38.0465 

0.7 0.33206 2.46371 2.48689 2.84295 6.24779 
1.0 0.33206 2.17879 2.05983 2.15080 4.35316 

10 0.33206 1.00212 0.55473 0.30196 0.33879 
100 0.33206 0.46469 0.13041 0.03432 0.01924 

e,(o) 

407.404 
147.422 
14.8624 
9.45458 
0.38178 
0.01045 
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0.8 

1 2 3 4 5 6 

rl'Y(+-Y 

FIG. 1. Variations de u/U, en fonction de ‘1 pour Pr = 0,7 et 
diffkntes valcurs de t. CD r = 0,l et E = + 1 ;Q 5 = 0,Ol et 
~=+1;~~=0,01et~=-1;@~=0,1et~=-1.La 

courbe eu trait discontinu correspond a { = 0. 

P 
70 
a 
2” 

I? = lOO(+) 

Pr=lO(+) , 

0,6 

t ,Pr=O.7(+) 

0.4 05 06 07 

FIG. 3. Variations de Nu Re- ’ ‘Q en fonction de 5 pour Pr = 
lo-‘; 47; 10; 100. Le signe (+) indique que c = + 1 et le 

signe ( - ) indique que E = - 1. 

Ox7 ,Pr-O.Ol(+) 

A\ i / t 
3 04 05 06 07 

+72 
e FIG. 2. Variations de (T - T,)/(T, - T,) en fonction de q 

pour Pr = 47 et differentesvaleursde <.Q 5 = 0,l et E = - 1; FIG. 
Q 5 = 401 et 8 = - 1 ;a e = 0,Ol et c = $ l;@ r = 0,l et 

4. Variations de )C, Re1’2 en fonction de 5 pour Pr ..~_ 

c = + 1. La courbe en trait discontinu correspond a 5 = 0. 
=tp-“;0,7:10;100.Lesigne(+)indiquequer:= +let)e 

signe ( - ) indique que c = - I. 
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Les Figs. (3)-(4) rep&entent respectivement pour: pr= 
lo-‘; 0,7; 10; 10’ les variations de Nu. Re-‘12 et celles de 
#C,. Re”* en fonction de 5 deduites de (34)-(35) (approxima- 
tion du 2nd ordre). 

Insistons sur le fait que ces rtsultats ne sont valables que 
pour 5 << 1. 
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NOMENCLATURE 1. INTRODUCHON 

2a, channel width ; 

%wctlh 
Eckert number ; 
functions defined in (4); 

&(~bfi(rt),f&), functions defined in (7); 
P? pressure ; 
P, Prandtl number; 
49 Nusselt number; 
r0, the distance of a given point on either disc 

from the centre; 
r, dimensionless radial distance; 
r’,B’,z’, cylindrical polar coordinates; 
R, Reynolds number ; 
S, elastic parameter; 
T,, T,, constant temperatures at the discs ; 
d, v’, velocity components in r’, z’ directions 

respectively ; 

PROBLEMS of flow and heat transfer between two parallel 
porous or non-porous discs are of great importance in the 
design of thrust bearings, radial diffusers etc. Elkouh [l], 
Mishra et al. [2], Rasmussen [3] and Wang [4] studied a few 
problems between two rotating porous discs. All these 
authors confined their discussions to either constant suction 
or equal rates of suction and injection at the discs. Terril and 
Comish [5] studied the problem of radial flow of a viscous, 
incompressible fluid between two stationary, uniformly po- 
rous discs of different permeability and obtained solutions for 
small as well as large suction and injection velocities. The 
purpose of this paper is to generalize. Terril and Comish’s [S] 
problem to v&o-elastic fluid and to study related heat 
transfer problem. Since the viscoelastic fluids are being used 
as lubricants this problem may be. useful in the design of the 
externally pressurized thrust bearings. The viscoclastic fluid 
model considered is given by Walters [6]. 4 4 

v,, v,, 
dimensionless velocity components ; 
constant velocities at the discs. 

Greek symbols 

rl. dimensionless axial distance ; 
0. dimensionless temDerature : 
0&),0,(q), functions defined Ln (12); 
A the ratio of r by r,; 
5 dimensionless skin friction ; 
4. dissipation function. 

2. MATHEMATICAL ANALYSIS 

Consider the fluid in between two infinite porous discs z’ = 
-a and z’ = a. The fluid is injected or sucked normally with 
constant velocity V, at z’ = -a and V, at z’ = a. These 
velocities may have either sign but will be assumed positive in 
positive z’-direction. The discs are maintained at constant 
temperatures T, and T, respectively. The geometry of the 
problem is shown in the Fig. 1. We shall work through 


